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Convencio

Todos os espacos vetoriais aqui tém dimens3o finita.
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Qual a dimens3o do espaco nulo?

Qual a dimensdo de {0y/}7?

Qual é uma base? O conjunto vazio, &!
gélLl v

(@) ={ov}. v
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Comparacdo basica

Teorema

Se W é um subespaco de V, entdo
@ dim(W) < dim(V).
@ W é proprio se, e somente se, dim(W) < dim(V).

Seja € base de W. Ent3o C é LI. Dai existe base B de V com € C B.
Q@ dm(W)=#C < #B=V
@ (=) Se W é préprio entdo C # B (pois C gera W), logo
dim(W) = #€ < #B = dim(V).
(<) (contra-positiva) Se W ndo é proprio, entdo W =V e

dim(W) = dim(V).
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Dimensdo de somas de subespacos

Teorema (Principio da Inclusdo e Exclusdo Linear)

Sejam X e Y subespacos de V. Entio

dim(X 4+ Y) = dim(X) + dim(Y) —dim(X N Y).

.

Teorema (Principio da Inclusdo e Exclus&o)

Se A, B sdo conjuntos, entdo

#(AU B) = #(A) + #(B) — #(AN B).

A,
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Dimensdo de somas de subespacos
A intuicdo

Teorema

Se A, B sdo conjuntos, entdo

#(AU B) = #(A) + #(B) — #(AN B).

#(AUB)=m+k+n
= (m+ k) +(n+k) — k
m n = #(A) + #(B) — #(AN B)
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Dimensdo de somas de subespacos

A prova

Sejam
© Z=A{z,...,z} basede XNY
o A base de X contendo Z:

A={z1,...,zZk, X1,y Xm}

@ B base de Y contendo Z:
B=Az1,.. ., Zk, Y1, -, Yn} -

Vamos verificar que € = {z1,..., 2k, X1, -+, Xm, Y1, - -, Yn} € base de
X+Y.
o C é gerador de X + Y-
(€) =(AUB)
= (A) + (B)
—X1Y,
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Dimensdo de somas de subespacos

A prova

@ Cé Ll: Suponha

oz + -4 oz + Pixe + -+ BmXm +yy1 4 4 YaYn = Ov
ie.

D aizi+ ) Bixi+ > vk =0y
i j P

Entdo
Za;zi + ZBJXJ = - Z’)/kyk eXny
i ;i P

—_—— —— Y=
e(xXny) ex €y
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Dimensdo de somas de subespacos

A prova

Doaizi+Y Bxg=-) WkEXNY
i j k
Como Z ={z1,...,zx} é base de XN Y:

D aizi+ Y Bixi= Sizi+ > 0x;
i j i j

Como A ={z1,...,zk,x1,...,Xm} & base de X,

Bj = 0 para todo j
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Dimensdo de somas de subespacos

A prova

Por hipétese,

D aizi+ ) Bixi+ > vk =0v
i j k

ou seja,

> @izi+ > vy =0Ov
i k

Como B ={z,...,2k,¥1,--.,Yn} € base de Y, temos também

a; = v, = 0 para todos i, k.
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Dimensdo de somas de subespacos

A prova

Isso mostra que a (nica solucdo de
D aizi+> B+ > vk =0v
i j k

é aj = j = vk = 0 para todos i, j, k.
Portanto C = {z1,...,Zk, X1, -+, Xm, Y1, -- -, ¥n} € LI
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Dimensdo de somas de subespacos

A prova

Entdo C é Ll e gerador de X + Y/, i.e., uma base. Por construcio:

Z=A{z,...,zx}
A=A{z1,..., 2k, X1, ..., Xm}
B={z1,.- -, Zk, Y1,-- -, Yn}
C={z1, -y Zky X1y -y Xmy XLy -« -y Xn}
dm(XNY)=#Z =k
dm(X)=#A=k+m
dim(Y)=#B =k+n
dm(X+Y)=#C=k+m+n

L. G. Cordeiro (UFSC) Algebra Linear, aula 7 Dimens3o de subespagos

12 /22



Dimensdo de somas de subespacos

A prova
dim(XNY)=
dim(X)=k+m
dim(Y)=k+n
dim(X+Y)=k+m+n
Consequentemente,

dim(X) +dim(Y) —dim(XNY) = (k+m)+ (k+m)—k
=k+m+n
=dim(X +Y).
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Dimensdo de soma de subespacos
E para 3 subespacos?

Para conjuntos:
#(AUBUC) =#A+ #B + #C

—#(ANB)—#(ANC)—#(BNC)
+#(ANBNC)

Importante

Aqui acaba a analogia com conjuntos. A férmula analoga a acima para
dimensdo n3o vale.
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Dimensdo de soma de subespacos

Se X ={(x,0): x e R}, Y ={(0,x): xe R} e Z = {(x,x) : x € R},
entdo

dim(X + Y + Z) = dim(R?) = 2

mas

dim(X) + dim(Y) + dim(Z) 14+1+1
—dim(XNY)—dim(XNZ)—dim(YNZ) = -0-0-0
+dim(XNYN2) +0
= 3
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Dimensdo de soma de subespacos

Um exemplo

Sejam
U={{(@1,-8,1,-10),(2,-8,1,—-11)})

e V o espaco solucdo de

2y + 2z =0
X + 2y + 3z + w =0
Entdo

e dim(U) = 2 (gerado por dois vetores LI)

e dim(V) = 2, pois a forma paramétrica da solu¢do geral do sistema é

(x,y,z,w)=12(-1,-1,1,0) + w(—1,0,0,1)

Quais sdo dim(U + V) e dim(U N V)?
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Dimensdo de soma de subespacos

Um exemplo; primeiro modo

U= ({(1,-8,1,-10),(2,-8,1, —11)})

2y + 2z =0
+ 2y + 3z + w = 0

= ({(-1,-1,1,0),(~1,0,0,1)})

V = Esp. Sol. { o

Ent3o

u + V= <{(1’ _87 17 _10)7 (27 _87 17 _11)7 (_1’ _1) 17 0)7 (_17 07 07 1)}>
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Dimensdo de soma de subespacos

Um exemplo; primeiro modo

u+v={Q1,-81,-10),(2,-8,1,-11),(-1,-1,1,0),(—1,0,0,1)})

Temos que
1 2| 1 00
-8 -8 -1 010
FormaEscalonada 1 1 5 ~ab) ols
—-10 —-11 O 0 00
mas que
1 2 -1 -1 1 00 1
-8 -8 -1 0 010 -1
FormaEscalonada 1 1 1 wl Edur orTNG
-10 —-11 O 1 0 00 O
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Dimensdo de soma de subespacos

Um exemplo; primeiro modo

Entdo {(1,-8,1,-10),(2,-8,1,—11),(—1,—1,1,0)} é base de U + V,
logo

dim(U + V) = 3.
Como
dim(U + V) = dim(U) + dim(V) — dim(U N V)

entdo

dim(UN V) =dim(U) 4+ dim(V) — dim(U + V)
—242-3
=1.
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Dimensdo de soma de subespacos

Um exemplo; segundo modo

U= ({(1,-8,1,-10), (2, 8,1, —11)})

_ 2y + 2z =0
V_ESP'SOI'{X + 2y + 3z + w = 0

Os vetores v de U N V s3o os da forma a forma

v =x(1,-8,1,-10) + y(2, —8,1, —11)
= (x+2y,—8x —8y,x + y,—10x — 11y)

para os quais

{ 2(-8x—8y) + 2(x+y) =0
(x+2y) + 2(—-8x—8y) + 3(x+y) + (-10x—11ly) = 0
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Dimensdo de soma de subespacos

Um exemplo; segundo modo

2(—8x — 8y)
{ (x+2y) + 2(—8x—38y)

=1

A solucdo geral é x = —y.

+ 2(x+y)
+ 3(x+vy)
—14x — 14y
—22x — 22y

(—10x — 11y)

Isso mostra que os vetores de U N V s3o os da forma

v =x(1,-8,1,-10) + y(2,
=x(1,-8,1,—-10) — x(2,
=x(-1,0,0,1)

L. G. Cordeiro (UFSC)

Algebra Linear, aula 7

—8,1, -

-8,1,—

11)
11)

Dimens3o de subespagos

21/22



Dimensdo de soma de subespacos

Um exemplo; segundo modo

unv = ({{(-1,0,0,1)}).
Portanto dim(UN V) =1, e
dim(U + V) = dim(U) + dim(V) —dim(UN V)

—242-3
=3
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